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Remarques sur les Coreprésentations des Groupes Ponctuels Magnétiques
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The derivation of the representations of a simple or double point group G* is compared with that of the
corepresentations of a non-trivial magnetic group G,;, isomorphous with G*, starting from the represen-
tations of their common invariant subgroup H* of index two.

Les coreprésentations des groupes magnétiques ont €té
déterminées par divers auteurs (Dimmock & Wheeler,
1962; Cracknell, 1966; Cracknell & Wong, 1967), a
partir des considérations générales de Wigner (Wigner,
1959). Nous réexaminons leurs résultats d’un point de
vue géométrique apres avoir discuté la structure alge-
brique des groupes magnétiques.

I. Structure algébrique des groupes magnétiques

Soit G un groupe ponctuel, G* le groupe double asso-
cié, et G, le groupe double paramagnétique corre-
spondant. Si G est d’ordre g, G* est d’ordre 2¢g, et G,
d’ordre 4g. Cependant G, n’est pas un produit direct.
Soit en effet E lidentité, E 'opérateur de Bethe, R
opérateur anti-unitaire renversement du temps, note
0 dans G} : 6*=E, 0*=E. G* est 'extension de G par
(E,E) (Sivardiére, 1969), et de méme G,, est 'extension
du groupe (E,R) par G*. G, peut également étre con-
sidéré comme l'extension de G par le groupe cyclique
d’ordre 4 (E, 0, E,0F), ou encore comme I'extension du
produit direct G x (E,R) par le groupe (E, E).

Soit maintenant G,, un groupe magnétique mixte,
isomorphe du groupe trivial G, H leur sous-groupe in-
variant d’indice 2 commun: seuls les éléments de G,
qui appartiennent 2 H sont unitaires. Soit enfin G, le
groupe double associé a G,,: les éléments unitaires u de
G forment un sous-groupe invariant d’indice 2, qui
n’est autre que le groupe double H™. Soit aq=0v, un
élément antiunitaire de G, tel que G,f =H"* +a H".
G, est une extension par H™ du groupe (E,v).

En résumé, tout groupe magnétique peut s’écrire:
Gr=H"+aoH";siay=0, G, est paramagnétique.

I1. Coreprésentations des groupes paramagnétiques

Wigner (1959) a montré comment construire les co-
représentations irréductibles D de G,, a partir des re-
présentations irréductibles 4; de H™. Considérons la
représentation 4; de H™ définie par:

Afu)=Aag *uao)* = 4(vy 'uve)*. (1

Trois cas sont alors a distinguer. (a) 4; et 4; sont équi-
valentes. On peut définir la matrice f telle que:

Aw)=B""4u)B. (0

Si: BB*=A44a?) la coreprésentation D de G, corre-
spondant a 4; se réduit suivant 4; quand on la restreint
aux éléments de H . (b) 4, et 4;sont équivalentes, mais:
Bp* = — Aa}); la coreprésentation D se réduit suivant
24;. (¢) 4; et 4; ne sont pas équivalentes, nous dirons
qu’elles forment une co-orbite: la coreprésentation D
de G, associée a cette co-orbite se réduit suivant
A+ A

Dimmock & Wheeler (1962) ont donné un critére
permettant de déterminer a quel cas appartient une
représentation 4; et se réduisant a celui de Frobenius
& Schur (1906) si a, = 0. L’utilisation de ce critére peut
étre évitée. Considérons tout d’abord le cas des groupes
G, paramagnétiques. Puisque: ago=0,vo=Eet 4;= a5
Si 4, est une représentation vectorielle 4; et 4; sont soit
identiques — et alors B=4,6%*=1 (cas a) — soit com-
plexes conjuguées — et elles forment une co-orbite
(cas c). Si 4; est une représentation spinorielle, 4; et 4;
sont soit identiques — et alors ff*=1, 4(6*)= —1 (cas
b) — soit équivalentes non réelles — et alors f est de la
forme (_9 §) d’ou BB*= —1, 4(0*)= —1 (cas a) car 4;
est la réduction de la représentation D, du groupe des
rotations ou s’en déduit par induction — soit complexes
conjuguées — et elles forment une co-orbite (cas c).

On retrouve également ces résultats en considérant
la classification des fonctions de spin |J,M) suivant
les représentations 4; des groupes ponctuels H* (Si-
vardiére, 1976). Puisque:

O, M) =(=) "MJ,M) 3)

quand on ajoute I'opération 6 au groupe H ™, les fonc-
tions [J,M> et |J, — M) deviennent partenaires d’'une
méme coreprésentation si elles n’étaient pas deja par-
tenaires d’une méme représentation de H™. Ainsi si
H*=3", les représentations I',(u=1) et I'3(u=—1)
forment une coorbité, de méme que I'y(u=3)et I's(u=
—1); la représentation I';(p=0; +3) est au contraire
du type (a), et la représentation I'g(u= +3) du type (b)
en vertu du théoréme de Kramers (Tableau 1): les no-
tations utilisées sont celles de Koster, Dimmock,
Wheeler & Statz (1963); u est le nombre quantique
cristallin, identique au module du vecteur k défini par
Altmann (1963). La considération des fonctions |J, M)
ne permet pas de distinguer les cas (a) et ().
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Tableau 1. Groupements en orbites et co-orbites des
représentations du groupe 37

3* 33 6';6 32 3m’ 32;3m
ry(p=0) —a —a —a <£l
2

Iy (u=1) —a
Iy (u=—1) >c >c —a >y

Fa(u=% —a
s (u=—4) >c >c —a >I,
T (u=1+3%) -b —a —a <§5
6

On peut remarquer qu’une rotation binaire autour
d’un axe 2, a la méme action sur |J,M» que I'opération
0: de ce fait les représentations du groupe 32, et les co-
représentations du groupe 3,, sont trés semblables, &
ceci preés qu'a I'q de 3™ correspondent par induction
deux représentations I's et ['¢=1I5 de 32* de dimen-
sion 1, et non une représentation de dimension 2.

Les remarques précédentes s’appliquent aux groupes
diédriques et cubiques paramagnétiques, et nous les
utilisons dans la suite pour étudier les coreprésenta-
tions des groupes magnétiques mixtes.

II. Coreprésentations des groupes magnétiques mixtes

(A) Considérons tout d’abord les 21 groupes anti-
centrés: ao=0.1, vy=1. v, commute avec tous les élé-
ments de H™ donc, d’aprés la relation (1), 4 j=4;etles
représentations I'; de H* se groupent en co-orbites
comme dans le groupe paramagnétique H* +6H".
La considération des fonctions |/, M ) confirme ce point
de vue: en effet, les opérateurs 6 et 6.1 agissent de la
méme maniére sur |J, M.

(B) 4;=47 également pour les groupes cycliques
Gn=4,4,6,6.Pour les groupes 4 et 4, H* =2" et
ao=0.40u 6.4: 'y est du type (a), I’y et ', du type (c),
et I'; du type (b). En effet, I',[(0.4)*] =T',(E2)= —1 et
B=+1. De méme pour les groupes 6’ et &', H* =3";
I'yestdutype(a), I'yet '3, [4et I'sdutype(c),et I'g du
type (a): en effet, I'¢[(0.6)*]=T¢(E3)= +1, et f=+1
(Tableau 1).

(C) Considérons les groupes G, tels que H™ est
centrosymétrique: H™ =K* x 1. Etudions d’abord le
groupe mixte (K *,a,). Le groupe mixte (H*,a,) est le
produit direct (K *,a,) x T et ses coreprésentations se
déduisent de celles de (K *,a): elles sont paires ou
impaires par rapport 4 l'inversion. Cette situation est
celle des dix groupes mixtes G, (H*):

2 1); mM'm'm (%), ad (3), ad mm’ (mmmy);

m’ m\m/) m

4 m <i>; 3m'(3); i, 3); i, mm(3m); < i <E>;
m m m m m m
m3m'(m3).
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(D) Nous envisageons maintenant le cas ou H* n’est
pas centrosymeétrique et ou v, ne commute pas avec
tous les éléments de H ™, et tout d’abord les groupes
diédriques n2’, nm', i2' tels que: H* =n ou 7. L’opéra-
tion T laissant les fonctions |J, M invariantes, elles se
classent de la méme maniére suivant les représentations
de net n. Puisque: 2,6|J, M) =|J, M), chaque représen-
tation de H™* forme une co-orbite, et toutes les corepreé-
sentations sont du type (a) puisque: A(a2)=A4(6%v3)=
A(E*)=1, et B=1. Les 13 groupes suivants sont ainsi
décrits: 2’y m'; 22'2'; 2m'm’; 2'mm’; 42'2'; dm'm’; Am'2’;
32';3m’; 62'm’; 62'2'; 6m'm’.

(E) Nous envisageons enfin (Tableaux 2 et 3) les dix
cas ou H™ n’est pas abelien. H* =222* pour les
groupes 422, 42m’, 4mm’, m2’'; H* =32 pour les
groupes 6'm2’, 6'mm’, 6m'2 et 6'22'; H* =23* pour les
groupes 4'3m’ et 432",

Tableau 2. Groupements en orbites et co-orbites des
représentations du groupe 2227

422" 4'mm'; _
222* 222 1", m'm'm’ 42m'; 42'm  422; dmm; 82m
. r,
r,J,0> J pair -a —a <r
3
I |J,0) J impair —a ~a <£2
4
|1>+|—1)
= ~a
> >Is
==
1"4—1/2— —a
T
+3 — - 6
Is|+4> a a <F7

Tableau 3. Groupements en orbites et co-orbites des
représentations du groupe 23

222% 23* 23.1;m'3 432';43m' 432;43m

r

/ ry 105, —a —a <r;

1'1—< Iy D >c —a >T,
Iy |-y, —a

ry — r,

ry—— T, —-a —a <r

r, _— 5

__— Is [+, —a —a <§:

rs—— Ty P . —a o
I, =Hin —a

Le Tableau 2 illustre le cas ot H* =222*. Les fonc-
tions (1) +[—13)//2=10>, (état J,=0 pour un axe de
quantification paralléle a y) et (J1> =|=1)/)/2=10),
sont permutées par 'opération a,=2,, donc si G* =
422, I', et I',, forment une co-orbite.

Le Tableau 3 illustre le cas on: H* =23% =222%3 et
ao=0.2z,. Quantifions les fonctions |J,M> suivant
axe [111]: leur classification suivant les représenta-
tions de H™ s’obtient immédiatement en remarquant
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que 'y, ', et I's, I's, I'g et I'; d’autre part sont engen-
drées par les représentations du groupe 3, d’ou les
co-orbites.

IV. Comparaison entre représentations et
coreprésentations

Nous comparons les orbites et co-orbites formées par
les représentations d’un groupe H * relativement a deux
groupes G* =Htv, et G =(H", ao) admettant H*
comme sous-groupe invariant d’indice 2.

Les représentations de G peuvent se construire a
partir de celles de H* par la méthode d’induction
(Lomont, 1959). On compare les représentations A(u)
et:

A fu)=4(v5 *uvo) 4

G*/H" étant d’ordre 2, ou bien 4; et 4; sont équiva-
lentes (4; est alors dite auto-conjuguée), ou bien elles
forment une orbite. A chaque orbite (4;) ou (4;,4 14-)
correspondent une ou plusieurs représentationsde G ™,
qui peuvent étre déterminées par identification (Sivar-
diére, 1969).

Comme on l'a vu, les coreprésentations de G, se
construisent de maniére voisine a partir des co-orbites
formées par les représentations de H™. Cependant,
d’aprés (3) et (4), les orbites et co-orbites ne sont pas
identiques: les représentations réelles se groupent en
orbites et co-orbites identiques; si 4;= 4}, 4; et 4; for-
ment une orbite alors que 4; et 4; forment deux co-
orbites (sauf si v, commute avec les éléments de H™).

D’autre part, & chaque co-orbite correspond une
seule corépresentation. Enfin la distinction entre les
cas (a) et (b) n’a aucune signification pour les représen-
tations.

Les Tableaux 1, 2 et 3 illustrent cette comparaison.
Ainsi les trois représentations vectorielles du groupe 3
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sont groupées en orbites et co-orbites relativement aux
groupes 32 et 32'. I';, réelle, forme une orbite et une
co-orbite; par contre I', et I';, complexes conjugueées,
forment une seule orbite et deux co-orbites. De méme
les trois représentations spinorielles de 3" forment
deux orbites et trois co-orbites. Comme celle des co-
orbites, la détermination des orbites s’effectue aisément
en comparant les fonctions |J,M) et volJ,M), |J,M)>
étant fonction de base d’une représentation de H*.
En résumé, nous avons montré que les représenta-
tions de G* et les coreprésentations de G, se construi-
sent de la méme maniére en considérant la classification
des fonctions |J,M ) suivant les représentations 4; de
leur sous-groupe invariant commun H ¥, et leurs pro-
priétées de transformation dans I'opération vy ou ay.
La distinction entre coreprésentations de types (a) et
(b) s’effectue par comparaison des matrices 4,a3) et

BB*.
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