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Remarques sur les Corepr6sentations des Groupes Ponctuels Magn6tiques 
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The derivation of the representations of a simple or double point group G + is compared with that of the 
corepresentations of a non-trivial magnetic group G +, isomorphous with G +, starting from the represen- 
tations of their common invariant subgroup H + of index two. 

Les corepr6sentat ions des groupes magn6tiques ont 6t6 
d6termin6es par  divers auteurs (Dimmock & Wheeler, 
1962; Cracknell,  1966; Cracknell  & Wong, 1967), /t 
part i r  des consid6rations g6n6rales de Wigner (Wigner, 
1959). Nous  r6examinons leurs r6sultats d 'un point  de 
vue g6om6trique apr6s avoir discut6 la structure alg6- 
brique des groupes magn6tiques. 

I. Structure alg6brique des groupes magn6tiques 

Soit G u n  groupe ponctuel,  G + le groupe double asso- 
ci6, et G + le groupe double paramagn6t ique  corre- 
spondant .  Si G est d 'ordre  g, G + est d 'ordre  2g, et G + 
d 'ordre  4g. Cependant  G + n'est pas un produi t  direct. 
Soit en effet E l'identit6, E l 'op6rateur de Bethe, R 
l 'op6rateur anti-unitaire renversement du temps, not6 
0 dans G +" OZ= E, 04= E. G + est l 'extension de G par  
(E,E) (Sivardi6re, 1969), et de marne G + est l 'extension 
du groupe (E, R) par  G +. G + peut 6galement 8tre con- 
sid6r6 comme l 'extension de G par  le groupe cyclique 
d 'ordre  4 (E, O, E, OE), ou encore comme l 'extension du 
produi t  direct G x (E, R) par  le groupe (E, E). 

Soit main tenant  G,, un groupe magn6tique mixte, 
i somorphe du groupe trivial G, H leur sous-groupe in- 
variant  d'indice 2 commun:  seuls les 616ments de Gm 
qui appar t iennent  ~ H sont unitaires. Soit enfin G + le 
groupe double associ6/~ G,,: les 616ments unitaires u de 
G + forment un sous-groupe invariant  d'indice 2, qui 
n'est autre que le groupe double H +. Soit ao=Ovo un 
616ment ant iunitaire  de G +, tel que G + = H  + +ao H+. 
G + est une extension par H + du groupe (E, v0). 

En r6sum6, tout  groupe magn6tique peut s'6crire: 
G + = H + + aoH + ; si a0 = 0, G + est paramagn6tique.  

II. Corepr6sentations des groupes paramagn6tiques 

Wigner (1959) a montr6 comment  construire les co- 
repr6sentat ions irr6ductibles D de G + & part i r  des re- 
pr6sentations irr6ductibles A~ de H +. Consid6rons la 
repr6sentat ion A t de H + d6finie par:  

Aj(u)=Ai(aoluao)*=Ai(voluvo) *. (1) 

Trois cas sont a lors / t  distinguer. (a) At et Aj sont 6qui- 
valentes. On peut d6finir la matrice fl telle que: 

A ;(u) = fl- 1Ai(u)[3 . (2) 

Si: tiff* =Ai(a 2) la corepr6sentat ion D de G + corre- 
spondant  fi At se r6duit suivant At quand on la restreint 
aux 616ments de H +. (b) Ai et Aj sont 6quivalentes, mais:  
tiff*= -Ai(a2); la corepr6sentat ion D se r6duit suivant 
2Ai. (c) Ai et A t n e  sont pas 6quivalentes, nous dirons 
qu'elles forment  une co-orbite:  la corepr6sentat ion D 
de G + associ6e /t cette co-orbite se r6duit suivant 
Ai+Aj.  

Dimmock  & Wheeler (1962) ont donn6 un crit6re 
permet tant  de d6terminer /~ quel cas appar t ient  une 
repr6sentat ion A~ et se r6duisant/~ celui de Frobenius  
& Schur (1906) si a0 = 0. L'uti l isation de ce crit6re peut 
6tre 6vit6e. Consid6rons tout  d ' abord  le cas des groupes 
G + paramagn6tiques.  Puisque:  a0 = 0, Vo = E et A t = A~. 
Si At est une repr6sentat ion vectorielle At et A~ sont soit 
identiques - et alors [3=A~(02)= 1 (cas a) - soit com- 
plexes conjugu6es - et elles forment une co-orbite 
(cas c). Si At est une repr6sentat ion spinorielle, At et A~ 
sont soit identiques - et alors [3fl* = 1, Aj(O z) = - 1 (cas 
b) - soit 6quivalentes non r6elles - et alors fl est de la 
forme (_o~) d off tiff*= - 1, Ai(O2) = - -  1 (cas a) car Ai 
est la r6duction de la repr6sentat ion 01/2 du groupe des 
rotat ions ou s'en d6duit  par  induction - soit complexes 
conjugu6es - et elles forment  une co-orbite (cas c). 

On retrouve 6galement ces r6sultats en consid6rant  
la classification des fonctions de spin [J,M) suivant 
les repr6sentat ions At des groupes ponctuels H + (Si- 
vardi6re, 1976). Puisque:  

O [ J , M ) = ( - ) J - M [ J , M )  (3) 

quand on ajoute l 'op6rat ion 0 au groupe H +, les fonc- 
tions [J,M> et [ J , - M >  deviennent partenaires d 'une 
m6me corepr6sentat ion si elles n'6taient pas d6j~. par- 
tenaires d 'une marne repr6sentat ion de H +. Ainsi si 
H + = 3  +, les repr6sentations F 2 ( p =  1) et F 3 ( # = - 1 )  
forment une coorbit6, de m6me que F4(# = 1) et Fs(# = 
-½) ;  la repr6sentat ion F l ( p = 0 ;  +3 )  est au contraire  
du type (a), et la repr6sentat ion F6(p = _+ ~) du type (b) 
en vertu du th6or6me de Kramers  (Tableau 1): les no- 
tat ions utilis6es sont celles de Koster,  Dimmock,  
Wheeler & Statz (1963); # est le nombre  quant ique  
cristallin, identique au module  du vecteur k d6fini par  
Al tmann (1963). La consid6ration des fonctions [J,M> 
ne permet  pas de distinguer les cas (a) et (b). 
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Tableau 1. Groupements en orbites et co-orbites des 
reprdsentations du groupe 3 + 

3 + 3'; 3' 6" 6' 32'; 3m' 32; 3m 

F1 
F1 (/2=0) - a  - a  - a  ,<F2 
[ '2 (/2---- 1) - - a  
F 3 (/2 = - -  1) > c  > c  - a  > F 3  

G (/2=½) - a  
Fs (/2= _½) > c  >c  - a  >F4 

Fs 
F6 ( /2=  q-}) - b  - a  - a  < C 6  

On peut remarquer  qu 'une rotat ion binaire au tour  
d 'un axe 2y a la marne action sur ]J, M )  que l 'opOration 
0: de ce fait les repr&entat ions  du groupe 32, et les co- 
repr6sentations du groupe 3,, + sont tr6s semblables , / t  
ceci pros qu'/t F6 de 3 + correspondent  par  induction 
deux reprOsentations Fs et F6 = F5 de 32 + de dimen- 
sion 1, et non une reprOsentation de dimension 2. 

Les remarques  prOc6dentes s 'appliquent  aux groupes 
di6driques et cubiques paramagn&iques,  et nous les 
utilisons dans la suite pour  6tudier les coreprOsenta- 
tions des groupes magnOtiques mixtes. 

III. Corepr6sentations des groupes magn6tiques mixtes 

(A) Consid6rons tout  d 'abord  les 21 groupes anti- 
centrOs" ao = 0.1, Vo = 1. Vo commute  avec tous leg 616- 
ments de H + donc, d'apr~s la relation (1), As= A~ et les 
reprOsentations Fi de H + se groupent  en co-orbites 
comme dans le groupe paramagnOtique H + +OH + 
La consid6ration des fonctions I J, M )  confirme ce point  
de v u e  en effet, les opOrateurs 0 et 0.1 agissent de la 
m~me mani~re sur IJ, M).  

(B) Ai--A ~ Ogalement pour  leg groupes cycliques 
Gm + = 4', ' 4', 6', 6'. Pour  les groupes 4' et 74', H + = 2 ÷ et 
ao- -0 .4  ou 0.74:F1 est du type (a), F 3 e t  F 4 du type (c), 
et F2 du type (b). En effet, F2F(0 .4 )  2] -- F2(E2)= - 1 et 

- '  H + + /3= + 1. De mSme pour  les groupes 6' et 6,  = 3 • 
F1 est du type (a), C 2 et F3, F4 et Fs du type (c), et F 6 du 
type (a): en effet, r6[(0.6) ~] = r6(E3)= + 1, et 3 =  + 1 
(Tableau 1). 

(C) ConsidOrons les groupes G + tels que H + est 
centrosymOtrique: H + = K + ×  ]-. Etudions d 'abord  le 
groupe mixte (K +, ao). Le groupe mixte (H +, ao) est le 
produi t  direct (K+,ao)× T et ses coreprOsentations se 
d6duisent de celles de (K+,ao): elles sont paires ou 
impaires par  rappor t  A l 'inversion. Cette si tuation est 
celle des dix groupes mixtes G+(H+) • 

2' - ( 2 ) 4 ' ( 2 ) , 4 '  
m '(1);m'm'm ;m m "m mm'(mmm); 

(4) 6 6 6m m(6) 4m'm'm ; 3m'(3); ~-~ (3);-~m'm(3m);  m ; 

m3m'(m3) . 

(D) Nous  envisageons maintenant  le cas off H + n'est 
pas centrosym&rique et off Vo ne commute  pas avec 
tous les 616ments de H +, et tout  d 'abord  les groupes 
di6driques n2', nm', f i t  tels que: H + = n ou ft. L'op6ra- 
tion Y laissant les fonctions ]J,M) invariantes, elles se 
classent de la m~me mani0re suivant les repr6sentations 
de ne t  ft. Puisque:  2yOlJ, M )  = ]J,M), chaque repr6sen- 
tat ion de H + forme une co-orbite, et toutes les corepr6- 
sentations sont du type (a) puisque" A(a~)=A(OZv~o)= 
A(E/ )=  1, et 3 =  1. Les 13 groupes suivants sont ainsi 
dOcrits: 2'; m'; 22'2'; 2m'm'; 2'ram'; 42'2'; 4m'm'; 74m'2'; 
32'; 3m'; 62'm'; 62'2'; 6m'm'. 

(E) Nous  envisageons enfin (Tableaux 2 et 3) les dix 
cas off H + n'est pas abelien. H + = 2 2 2  + pour  les 
groupes 4'22', 74'2m', 4'mm', 74'm2'; H + =  32 + pour  les 
groupes ~'m2', 6'mm', -6'm'2 et 6'22'; H + --23 + pour  les 
groupes 4'3m' et 4'32'. 

Tableau 2. Groupements en orbites et co-orbites des 
reprdsentations du groupe 222 + 

4'22'; 4'ram'; 
222 + 222.1'; m'm'm' 

F1 Id,0) d pair - a  

F3 l J ,0)  J impair - a  

I1)+1-1) 
F2 [/2 - a 

I1 ) - I -1 )  
F4 l/2 - a 

7f2m'; 74'2'm 422; 4ram; 742m 

F1 
- a  <F3 

F2 
-- a < F4  

>c  > F  5 

F6 
F51+_½) - a  - a  <F7 

Tableau 3. Groupements en orbites et co-orbites des 
reprOsentations du groupe 23 + 

222 + 23 + 23.1'; m'3 4'32'; 74'3m' 432; 743m 

F1 
F1 10)111 - a  - a  <F2 

F I  ~ F2 I1))111 > c  - a  > F 3  
F3 I-1)111 - a  

F2 ~ F 4 
F3 - -  F4  - a -- a 
F,, / _ i  < F5 

/"6 
/ F s 1+~-)111 --a --a <F7 

F5 ~ F6 1½) l l l  > c  - a  > r  8 
r~ I-½),11 - a  

Le Tableau 2 illustre le cas off H + = 222 +. Les fonc- 
tions ( 1 ) + [ -  1 ) ) / ] / 2 =  [0)r (6tat Jz=O pour  un axe de 
quantification parallale h y) et (l 1 ) - l - 1 ) ) / ] / 2 =  [0)x 
sont permut6es par  l 'op6ration ao = 2~,y donc si G + -  - 
4'22', F2 et F4 forment une co-orbite. 

Le Tableau 3 illustre le cas off: H + = 23 ÷ = 222 + 3 et 
ao=0 .2~  r. Quantif ions les fonctions ]J,M) suivant 
l axe [-111]: leur classification suivant les repr6senta- 
tions de H + s obtient imm6diatement  en remarquant  
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que F~, F 2 et F3, Fs,  F 6 et F 7 d'autre part sont engen- 
dr6es par les repr6sentations du groupe 3, d'o~ les 
co-orbites. 

IV. Comparaison entre repr6sentations et 
corepr6sentations 

Nous comparons les orbites et co-orbites form6es par 
les repr6sentations d'un groupe H + relativement/t deux 
groupes G + = H +vo et G + =(H+, ao) admettant  H + 
comme sous-groupe invariant d'indice 2. 

Les repr6sentations de G + peuvent se construire ~t 
partir de celles de H + par la m6thode d'induction 
(Lomont, 1959). On compare les repr6sentations A~(u) 
et: 

A.i(u) = Ai(vo lUVo) (4) 

G+/H ÷ 6tant d'ordre 2, ou bien Aj et Ai sont 6quiva- 
lentes (Ai est alors dite auto-conjugu6e), ou bien elles 
forment une orbite. A chaque orbite (Ai) ou (A~,Aj) 
correspondent une ou plusieurs repr6sentations de G*, 
qui peuvent &re d6termin6es par identification (Sivar- 
di6re, 1969). 

Comme on l'a vu, les corepr6sentations de Gm + se 
construisent de mani~re voisine/t partir des co-orbites 
form6es par les repr6sentations de H r. Cependant, 
d'apr~s (3) et (4), les orbites et co-orbites ne sont pas 
identiques" les repr6sentations r6elles se groupent en 
orbites et co-orbites identiques; si Aj=A~, A~ et Aj for- 
ment une orbite alors que Ai et Aj forment deux co- 
orbites (sauf si Vo commute avec les 616ments de H+). 

D'autre part, /t chaque co-orbite correspond une 
seule cor6presentation. Enfin la distinction entre les 
cas (a) et (b) n'a aucune signification pour les repr6sen- 
tations. 

Les Tableaux 1, 2 et 3 illustrent cette comparaison. 
Ainsi les trois repr6sentations vectorielles du groupe 3 

sont group6es en orbites et co-orbites relativement aux 
groupes 32 et 32'. F1, r6elle, forme une orbite et une 
co-orbite; par contre F2 et F3, complexes conjugu6es, 
forment une seule orbite et deux co-orbites. De m6me 
les trois repr6sentations spinorielles de 3 + forment 
deux orbites et trois co-orbites. Comme celle des co- 
orbites, la d&ermination des orbites s'effectue ais6ment 
en comparant  les fonctions [J,M) et VolJ, M ) ,  ]J,M) 
6tant fonction de base d'une repr6sentation de H ÷ 

En r6sum6, nous avons montr6 que les repr6senta- 
tions de G ÷ et les corepr6sentations de G~ + se construi- 
sent de la mame mani6re en consid6rant la classification 
des fonctions [J,M) suivant les repr6sentations di de 
leur sous-groupe invariant commun H+, et leurs pro- 
pri6t6es de transformation dans l 'op6ration v0 ou ao. 
La distinction entre corepr6sentations de types (a) et 
(b) s'effectue par comparaison des matrices A i(a g) et 
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